Algebre - Juillet 2018

question 1

On considére le polyndéme
2?4+ (7 — 4i)a® + (9 — 16i)z — 9 — 12i

a) Montrer que ce polyndéme admet une racine réelle.

b) En déduire les autres racines complexes de ce polynome.

question 2

Déterminer, en discutant en fonction du parameétre réel m, le nombre et le signe des racines
réelles du polynome z? + 2(2m + 1)z + (2m? + 5m + 2).

question 3

Résoudre dans R I’équation

/ 1
Ve+3—-—vVr—1= JJ+§.



Analyse - Juillet 2018

question 1

Soit la fonction f définie par f(z) =1+ 2In

\/E—1’.

a) Déterminer le domaine de définition et les zéros de la fonction f.

b) La fonction f est-elle dérivable en = 07 Justifier votre réponse en utilisant la définition
de la dérivée de f en x = 0.

c) Calculer f'(z) et f"(z).

d) Déterminer une équation cartésienne de la tangente au graphique de f au point d’abscisse
4.

e) Déterminer les coordonnées des points de maximum, des points de minimum et des points
d’inflexion de f. Justifier vos réponses.

f) Tracer le graphique de f en utilisant les résultats précédents.

Indication : On pourra utiliser 'approximation e* ~ 1 + x + §x2 (—l<z<1).

question 2

a) Calculer :

1) fw/lo | sin(30z)]| dx ;

—7/10

2 f:/r}(l]o sin [30x| dx ;

)
)ff/w sin”(30z) dx;
)

w

w/10

4 fﬂ/lo | cos [30z|| da.

—x/10
2
b) Soit l'intégrale I, , = / 2P(2—x)%dx  (p,q € N).
0

1) Calculer Ijg.
2) Etablir une formule exprimant I, ; en fonction de I,_; 411, p et g.
3) En déduire .

question 3

Une statue de 9 métres de hauteur est placée sur un socle de 16 métres de hauteur. A quelle
distance du pied du socle faut-il placer un appareil photographique pour que l'angle a sous
lequel on voit la statue soit le plus grand possible (le socle et la statue seront assimilés a des
segments verticaux superposés, le sol sera supposé horizontal et I'angle sera mesuré au sol) 7



Trigonométrie - Juillet 2018

question 1

Démontrer par récurrence que Vn € N et V0 € R tel que sinf # 0, on a

in2(n + 1)0
sinf + sin 30 + sin 50 + ... +sin(2n + 1)0 = %
S111

question 2

Soit ABC DFE un pentagone régulier convexe. Notons v 'amplitude de ’angle ABC et B lam-

plitude de I'angle AC'E. Calculer

o
S111 — - S1n —

2 2

question 3

Résoudre dans R 1’équation homogéne
.3 3 i
sin”x + 2cos” x = 3sin“xcosx

et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique.

Les solutions trouvées ne sont pas toutes exprimables sous la forme d’angles remarquables. Il
n’empéche qu’il est possible de les représenter de fagon précise sur le cercle trigonométrique,
sachant que v/3 ~ 1.732.



Geométrie - Juillet 2018

question 1

Soit ABC' D un quadrilatére plan quelconque, et I, J, K, L les milieux des cotés AB, BC, CD,
et DA, respectivement.

Démontrez vectoriellement les affirmations suivantes :

a) IJKL est un parallélogramme tel que

mom -2 o - 7 -

<|3

b) Les diagonales de ABCD et de IJK L satisfont 1’égalité

7]+ [B2] = 2[R+ 2|2

question 2

L’espace est muni d’un systéme d’axes orthonormés Ozyz. Soit A le point de coordonnées
(1,3,), ot &« € R est un paramétre variable, et soit d la droite d’équations cartésiennes

_fr=2-1
4= { y=2z+1
a) Donnez des équations cartésiennes de la droite d’ = OA.

b) Existe-t-il une valeur de a pour laquelle d et d’ sont sécantes? Si oui, déterminez l'inter-
section P de ces droites pour cette valeur.

c) Existe-t-il une valeur de o pour laquelle d et d’ sont orthogonales? Si oui, déterminez
cette valeur.

d) Existe-t-il une valeur de o pour laquelle d et d’ sont paralléles? Si oui, déterminez cette
valeur.

e) On fixe maintenant o = 1. Déterminez les équations cartésiennes des plans 7 et 7’ tels
quedCm,d Crn’etn| .

question 3

Soit ABC' un triangle rectangle en A. Soient A’ le symétrique du point A par rapport a la
droite BC, B’ le symétrique du point B par rapport a la droite AC, et C’ le symétrique du
point C' par rapport a la droite AB. Soient P le pied de la perpendiculaire & BC' abaissée de
A, et P’ le pied de la perpendiculaire & B'C" abaissée de A’.

a) Calculez la longueur d’ du segment [A’P'] en fonction de la longueur d du segment [AP].
b) Calculez I'aire S’ du triangle A’B’C” en fonction de l'aire S du triangle ABC.



Algebre - Septembre 2018

question 1

Résoudre dans R3, en discutant en fonction du paramétre réel m, le systéme

(m+lzx4+y+z = m+1
r+(m+1ly+z = m+3
r+y+(m+1)z = —2m—4

Indiquer un résumé final de la discussion de ce systéme.

question 2

Déterminer toutes les valeurs possibles du parameétre a pour qu'une des racines du polynome
z? —4(a — 1)z — 20 soit la somme des carrés des racines du polynéme z? + 2z — a.

question 3

On considére un polynéome P(z) tel que sa division par (x — 1) donne pour reste —30 et que sa
division par (x — 2) donne pour reste —54.

a) Déterminer le reste de sa division par z? — 3z + 2.

b) Déterminer le polynéme P(x) sachant qu'il est du quatriéme degré et qu’il est divisible
par z(x? +5).



Analyse - Septembre 2018

question 1

3
Soit la fonction f définie par f(z) = 2sin (; cos x) .

a

o

o

)
)
)
)

o,

c)

Déterminer le domaine de définition, la parité éventuelle et la période T de f.
Déterminer les zéros de f sur [0, 7).
Calculer f'(z).

Déterminer sur [0, 7] les coordonnées des points de maximum de f et les coordonnées des
points de minimum de f. Justifier votre réponse.

Déterminer, sous la forme la plus simple possible, une équation cartésienne de la tangente
2

au graphique de f au point d’abscisse arccos 3

Tracer le graphique de f dans [—m, 7] en utilisant les résultats précédents.

.. - , . . T 1. 3 3
Indication : On pourra utiliser ’approximation arccos x ~ 5 TET e (_Z <z < Z)

question 2

a)

b)

Dans le plan muni d’un repére orthonormé d’origine O et d’axes = et y, on considére le

graphique de la fonction f définie par f(r) = 3sin®x —sin’z (0 <z < g)

1) Calculer /f(x) dz.

2) Calculer l'aire A de la surface comprise entre la droite y = 0, le graphique de f et

T
les droites d’équations x =0 et x = —.

2
3/ 2
Calculer / M dz.

o

question 3

Un trapéze isocéle ABC'D dont les cotés AB et DC' sont paralléles est tel que les longueurs de
ses cotés satisfont :

IBC| = ICD]| = [[DA]| = 20 < | AB].

Soit a = ABC'. Pour quelle valeur de « l'aire de ce trapéze est-elle maximale et quelle est la
valeur de cette aire maximale ?



Trigonométrie - Septembre 2018

question 1

Soit la relation
cot 0 — cot 20 = cosec 20 + cosec 40 + . .. + cosec 20

ot cot = 1/tgh, cosecl = 1/sinf et § € R est tel que sin 2" # 0. Démontrer cette relation
pour

(i) n=1
(ii) n =k + 1 (ou k est un naturel non nul quelconque), en supposant qu’elle est vraie pour
n==k

question 2

Soit un losange ABC'D dont le coté est de longueur x. Notons M le milieu du segment [AB],

M’ le milieu du segment [BC] et a 'amplitude de I'angle BCD. Exprimer 'aire et le périmétre
du triangle M M'D en fonction de x et a.

question 3

Résoudre dans R 1’équation trigonométrique
sinx — 2sin 3x + sin bx = — cos 2x + cos 4x

Représenter les solutions appartenant a U'intervalle [—, 7| sur le cercle trigonométrique.



Géométrie - Septembre 2018

question 1

On considére un parallélogramme de sommets consécutifs PQ RS tel que le point d’intersection
T des bissectrices des angles PQR et QRS appartient au segment [PS)].

Sachant que |QT| = a et |RT| = b, calculez I'aire du parallélogramme.

question 2

L’espace est muni d’un systéme d’axes orthonormés Ozyz.

Soient A, B, C' les points de coordonnées respectives (1,0, —2), (0,1,v/3), (—v/3,2,0).

a) Déterminez une équation cartésienne du plan a = OAB.
b) Déterminez des équations cartésiennes de la droite d = OC.

¢) Déterminez une équation cartésienne du plan 3 perpendiculaire au plan « et passant par
d.

d) Déterminez une équation cartésienne du plan v passant par O et perpendiculaire  la fois
a aet f.

e) Sachant que «, [ et 7 constituent trois des faces d'un cube de c6té 4 et que les plans o
(parallele a «), B’ (paralléle a f) et +' (paralléle & ) constituant les trois autres faces
coupent ’axe Oy en des points d’ordonnée positive, déterminez des équations cartésiennes
des plans o/, B’ et /.

f) Déterminez les coordonnées du point O’ opposé au point O sur le cube.

question 3
Le plan est muni d’un systéme d’axes orthonormés Oxy.

Soit I'y le cercle de centre C(1,0) et de rayon 2, et soit I'y le cercle de centre Cy(—1,0) et de
rayon 1. Soit P(z,y) un point variable du plan.

a) Exprimez la distance d(P, Cy) entre les points P et C; en fonction de z et y.

b) De la, exprimez la distance d(P,T'y) entre le point P et le cercle I'; en fonction de x et ¥,
pour chacun des cas suivants :

1) le point P est intérieur au cercle I'y.
2) le point P est extérieur au cercle I'y.

Note : La distance entre un point et un cercle est définie comme la distance minimale
entre ce point et un point du cercle.

c) Mémes questions pour le cercle I's.

d) Déduisez-en une équation cartésienne et la nature du lieu des points équidistants des
cercles I'y et I'y (si le lieu est constitué de plusieurs parties, donnez 1’équation et précisez
la nature de chaque partie).



